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CLASA a X-a — SOLUTII SI BAREMURI DE CORECTARE

Problema 1. a) Aratati ca, daca z,y € (1, oo) sia¥ = y atunci r =y
sau exista m € (0,00) \ {1} astfel incat = = mm=T Ly =mmi.
b) Rezolvati in multimea (1, 00) ecuatia cu doua necunoscute

—1

™ =yt

Solutie. a) Daca x = y avem solutiile x = m,y = m,m > 0. ... 1 punct
Daca & £ y notam y = mx. ... 1 punct
Inlocuind in egalitatea y - lgx = x - lgy obtinem solutiile x = mﬁ,
y:m%,m7é1. ............................................... 2 puncte
b) Dacd ¥ > y* rezultd ca (a¥)®") > (y=)¥). 1 punct

« 1. A . v —1 —1 —1
Ridicand la puterea wiy, vom obtine ca 2% > ¢¥" , de unde z¥ 2% >

U4yl Al 3 puncte
Deci z¥ = y*. Solutiile sunt cele indicate la punctul a).

Problema 2. Fie a € [2 4+ v/2,4]. Determinati minimul expresiei |22 —
az + al, cand z € C i |z| < 1.

Solutie. Fie z; = 5+ i/do—q- 4“ o ridécinile ecuatiei 22 — az + a = 0.
................................................................. 1punct
Avem |22 —az +a| = |z — z1]|z — 22| = MA- M B, unde M, A, B sunt

punctele din plan corespunzatoare afixelor z, z1, respectiv z5. Fie T punctul

de afix 1 i M; intersectia dintre AM si cercul unitate daca unghiul AM;B

este ascutit (in caz contrar, M va fi intersectia dintre BM si cercul unitate).
............................................................... 2 puncte
Avem MA-MB > MA-M\B>TA-TB=(TA?, .......... 2 puncte
deci

2
min|z? —az +a|l = |z — 1)* = (g—l) —i—(



.................................................................. 2 puncte

Observatie: Sa notam cu A; si By punctele din plan corespunzatoare
solutiilor ecuatiei 22 — az +a = 0, @ = 2 + /2. Misura unghiului 4,75,
este de 90°, ceea ce explica de ce unul din unghiurile AM; B este intotdeauna
ascutit si AM; - M1B > AT - TB.

Problema 3. Determinati toate functiile f : R — R care verifica relatia

f@®+ ) =2f(2®) +yf(y?), Vo,y e R.

Solutie. Inlocuind y = 0 in relatia data si intelegand toate relatiile
urmatoare ca avand loc pentru orice valoare reald a variabilelor, avem: f(z%) =
of(x?) decigi f(22+93) = f@®)+fy>) oo 2 puncte

adica f(x 4+ y) = f(@) 4+ f(y). oo 1 punct

Observam ca daca f verifica ecuatia data atunci, pentru orice constanta
c reala, si cf verifica relatia. Putem presupune atunci ca f(1) = 1 sau
f(1)=0.

Daca f(1) = 1, atunci din f((z+1)%) = (z+1)f((x+1)?)) avem 2f(2?) +
f(x) = 2xf(x)+x, iar cu substitutia x — z+ 1 obtinem 2f((x+1)?)+ f(x+
1) = (22+2)f(x+1)+x+1. Ultimele doua relatii duc la f(z) = . Conform
observatiei avem f(z) =c-z,ceR*. ...... ... ... ... 2 puncte

Daci f(1) = 0, atunci f((z +1)%) = (z + 1) f((z + 1)?) adica 2f(2?) +
f(z) = 2z f(x). Analog cu cazul precedent avem 2f((x + 1)?) + f(x + 1) =
(22 4+ 2) f(x 4+ 1) ceea ce implica f(x) =0,Vez e R................. 2 puncte

In concluzie flx)=c-z,ceR.

Problema 4. Vom spune ca un numar natural n > 4 este neobisnuit
daca se poate ageza cate un numir real in fiecare din cele n? patrate unitate
ale unui patrat P de latura n, astfel incat suma celor 9 numere din orice
patrat 3 x 3 continut de P sa fie strict negativa, iar suma celor 16 numere
din orice patrat 4 x 4 continut de P sa fie strict pozitiva.

Determinati toate numerele neobignuite.

Solutie. Vom arata ca numerele neobisnuite sunt n = 4 si n = 5. Pentru
n > 6 suma elementelor tuturor patratelor 3 x 3 din patratul mare este egala
cu suma elementelor tuturor patratelor 4 x 4 din acelasi patrat. ..4 puncte

Pentru a exemplifica in acelagi timp ca n = 4 i n = 5 sunt numere
neobisnuite propunem cititorului urmatorul exemplu: un patrat de dimen-
siune 5 X 5 in care coloana din mijloc contine numai —5, celelalte elemente
Aind 2. .o 3 puncte



